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Résumé

Nous présentons ici une démonstration élémentaire d’une version quantitative améliorée de la conjecture de Mor-
dell, devenue théoréme de Faltings. Nous suivons pour le décompte des points de grande hauteur de C'(K) (voir
ci-dessous pour les notations) la méthode de Vojta, simplifiée par Bombieri, puis T. de Diego, G. Rémond. Pour le
décompte des points de petite hauteur de C'(K'), nous utilisons un résultat de S.David et P.Philippon, qui permet
d’estimer le nombre de points de petite hauteur de I’ensemble plus grand C(K) N J(K).

Abstract

We present here an elementary proof of a quantitatively improved version of the Mordell’s Conjecture which is
now Faltings Theorem. For the count of the “large points” of C'(K) (see below for the notations) we use Vojta’s
method which was simplified by Bombieri and then T. de Diego, G. Rémond. To count the points of small height
of C(K), we use a result of S.David and P.Philippon, allowing to estimate the number of points of small height
of the bigger set C(K) N J(K).

1. Notations et résultat principal

Soit C' une courbe projective irréductible définie sur un corps de nombres K, de genre g > 2 et plongée
dans sa jacobienne J, dont le rang de Mordell-Weil sur K est désigné par r. On fixe un fibré M sur J
que P'on suppose symétrique et ample, associé a la polarisation principale canonique et on identifie J a
un tore complexe C9/A pour un réseau A = Z9 + 779 de C9, ou 7 désigne un élément de I’espace de
Siegel &, de dimension g. Le fibré M®16_ qui est alors tres ample et totalement symétrique nous permet
de plonger J dans l’espace projectif P, (avec n := 169 — 1) via Papplication :

Email address: Bakir .Farhi@univ-lemans.fr (Bakir Farhi).

Preprint submitted to Elsevier Science



@M®16: CI9 — P1go_1

z — (O, (167,162))

u € TIG Z9 mod Z9

ou 0 désigne le vecteur nul de RY et pour u, v deux éléments de RY, on a noté O, , la fonction de &, x CI
définie par :

Ouu(r,2) = Y exp (im "(m+w)r(m+u) +2i "(m+u)(z+ ).

me7ZI

Etant donnée maintenant une forme P sur P, (ou sur une puissance PX de P,,) & coefficients algébriques,
on appellera hauteur de P, que l'on notera h(P), la hauteur unitaire de P (voir par exemple [7]-III). Plus
généralement, étant donné une variété algébrique V définie sur Q et plongée dans P, (resp dans une
puissance P de P,,) via un plongement ¢, on appellera hauteur projective de V, que I'on notera he(V)
ou simplement h(V) s’il n’y a pas d’ambiguité, la hauteur unitaire de la forme résultante fi, de I'idéal
de définition de (V) dans I'anneau des coordonnées A(P,) de P, (resp A(PX) de P¥). En particulier,
la hauteur d’un point x de P, (resp de P¥), notée h(x), désignera la hauteur projective de la variété de
P, (resp de P¥) réduite & ce point x. Par ailleurs, il est défini dans [7]-I une hauteur normalisée h de
sous-variétés algébiques d’une variété abelienne donnée (qui est, en ce qui nous concerne, la jacobienne J
de C) satisfaisant un certain nombre de propriétés. Cette hauteur h vue comme une application de .J (K)
dans R (associant & chaque point de J(K), la hauteur normalisée de la sous-variété de J réduite & ce
point) se prolonge au Z-module J(K) ®z R ~ R" en le munissant d’une structure d’espace euclidien via
la norme dite de Néron-Tate, notée |.| et définie par |.| := V.

On notera respectivement d(C) et h(C') le degré et la hauteur projective de la courbe C' — P, et on
notera enfin 0 l'origine de J et hg(0) le réel positif ho(0) := [K : Q] max{1, h(0)}. On a alors :
Théoreme 1.1 Dans la situation décrite ci-dessus, on a :

card(C(K)) < 279" hy(0)* (249°ho(0)'7+4)"

A partir du 2 qui suit, on considere que C (K) est plongé dans J(K) qui est lui méme plongé dans
J(K)®zR. On se permet ainsi de parler de I’angle séparant deux points x et y de C'(K) en les considérant
comme des vecteurs de ’espace euclidien J(K) ®z R. On définit aussi pour tout ce qui suit les constantes
positives suivantes : ¢ := 3y/nh(0) + (2n 4 5)log(n + 1) + 4, R := 2492d(C)" (h(C) + cod(C)),

o =¢€:= vy = 9.25nd(C) et vy =1+ 73d(2c)-

N S
2154(C)?>

2. Inégalité de Vojta

On a le théoréme suivant :
Théoréme 2.1 (Inégalité de Vojta) Pour tout couple de points distincts (x,y) de C*(K), satisfai-
sant : cos(x,y) >1— G et h(y) > h(x) > R, on a : h(y) < y1h(x).
Remarque 1 Dans [9], G. Rémond a étudié 'inégalité de Vojta en dimension supérieure (qui s’applique
pour démontrer la conjecture plus générale de Lang, initialement établie par Faltings en utilisant la
méthode de Vojta). Dans ce cas des courbes, notre théoréme 2.1 est nettement meilleur au niveau des

constantes «, R et 1, en comparaison avec celui de cette référence, spécialisé en dimension 1.

Démonstration abrégée :
Nous procédons par 'absurde. Supposons qu'il existe deux points distincts x et y de C(K), contenus
dans un petit cone d’angle < arccos(1 — «/4) de 'espace euclidien J(K) ®z R, de hauteur de Néron-Tate
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plus grandes que R et tels que ﬁ(y) > 'ylﬁ(x). Nous introduisons deux entiers strictement positifs a et
b de fagon a ce que les points multiples ax et by des points x et y soient suffisamment proches I'un de
l'autre pour que le point z := ax — by € J(K) satisfasse : h(z) < a(a®h(x) + b2h(y)). Nous considérons
ensuite le plongement éclatant ¢, suivant :

Cap:  JE J? bt P:=P,*
(p.q) — (p,q,ap — bq) — (é(p), O(q), O(ap — bq))

On a en particulier : ¥, (X, y) = (X,y,2).

Nous construisons -dans un premier temps, par un lemme de Siegel classique- une forme non identique-
ment nulle Py sur la variété ¢, ((C' —x) x (C —y)), s’annulant & un ordre suffisamment élevé en (0,0, 0),
qui soit de multidegré (%e&aQ, %eébz, %5) et de hauteur relativement petite par rapport a son degré total.
On doit préciser que le fait g > 2 intervient dans cette construction via la non nullité du multidegré
d(o’o_rg)(pa,b(CQ) (il est méme > a?b?). Ce nombre d’inconnues -du systéme linéaire auquel on applique le
lemme de Siegel- est ainsi beaucoup plus grand que le nombre de conditions. On consideére ensuite la forme
P .= 7'(*x, y7z)P1 translatée de P, par le point (x,y,z), qui est alors une forme non identiquement nulle
sur la variété ¢, ,(C?), s’annule au point (x,y,z) avec le méme ordre d’annulation que P; en l'origine de
J3, de degré (eda?, edb?, ) et satisfait (en tenant compte du fait crucial ﬁ(z) < a(a2ﬁ(x) + bQ?L(y))) que
h(P)/d°P est négligeable par rapport aux hauteurs des points x et y. Finalement, on tire cette forme P
en une forme @Q sur C? en substituant dans P des formes représentant le morphisme ¢, ; au voisinage de
{x} x {y}. La forme Q ainsi obtenue est alors non identiquement nulle sur C?, s’annule au point (x,y)
avec un ordre suffisamment élevé, de bidegré ((2 + €)da?, (2 + €)db?) et h(Q)/d°Q est négligeable par
rapport aux hauteurs des points x et y.

Finalement, le théoréeme du produit, dont I’hypothese principale -exigeant I’espacement des degrés de
Q- est satisfaite (grace au fait que ces derniers degrés sont inversement proportionnels aux hauteurs des
points x et y, lesquelles sont assez espacées par 1’hypothese E(y) > 'ylﬁ(x)) montre 'existence d’une
sous-variété propre et produit V de C? contenant le point (x,y) et dont la hauteur est bien controlée. Ce
controle de la hauteur de V' aboutit dans chacun des cas V = {x} x C,V =C x {y} et V ={x} x {y} a
une contradiction avec le fait que x et y sont de hauteur assez grande (iAL(y) > E(X) > R). Ce qui acheve
la démonstration. a

3. Inégalité de Mumford

On a le théoreme suivant :
Théoréme 3.1 (Inégalité de Mumford) Pour tout couple de points (x,y) de C?(K) tel que le point
différence y — x de J(K) n’appartient pas au stabilisateur de C dans J (que l’on note staby(C)) et

satisfaisant : cos(x,y) > 1—a/4 et h(y) > h(x) > R, on a : h(y) > y2h(x).

Démonstration abrégée :

On procede par Uabsurde. La géométrie euclidienne sur J(K) ®z R montre que le point différence
y — x est de hauteur relativement petite par rapport aux hauteurs des points x et y. Par ailleurs, on
construit (sans utiliser un lemme de Siegel!) deux formes @ et Qo sur C?, s’annulant au point (x,y)
et tel que Q2 ne soit identiquement nulle sur aucune composante, contenant (x,y), du cycle intersection
C?.Z(Q1). L'hypotheése y — x ¢ stab;(C) intervient justement dans la construction de Q. Notons que
ces deux formes @1 et Q)2 sont obtenues a partir de deux premieres formes sur C'— C s’annulant au point
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y — X, en tirant ces formes sur C? (ot le morphisme considéré ici de C? dans C' — C' est le morphisme
de soustraction). Par conséquent, les hauteurs de nos formes Q; et Q2 dépendent de la hauteur du point
y — x mais elles sont indépendantes des hauteurs des points x et y. En appliquant par suite le théoreme
de Bézout arithmétique de [10] pour le cycle intersection (C2.Z(Q1)).Z(Q2) dont le point (x,y) est une
composante isolée (par construction méme des formes Q1 et @)2), on aboutit & une majoration de h(y)
par une expression linéaire en h(y — x) et en combinant cette majoration avec celle qui exprime le fait
que y — x est de hauteur relativement petite par rapport a la hauteur du point y, on aboutit a une
contradiction avec ’hypotheése h(y) > R. Ceci achéve cette démonstration. O

4. Décompte des points de C(K)

Pour majorer le cardinal de C'(K), on répartit les points de hauteur > R de C'(K) (deux & deux distincts
modulo le stabilisateur de C(K) dans J(K)) en un nombre fini de cénes d’angles < arccos(l — a/4); les
inégalités de Vojta et de Mumford montrent alors que dans un tel petit cone, il y a au plus %gg jy; +1
tels points. Sachant que le nombre minimal de cones d’angles < arccos(1 — «/4), suffisant pour recouvrir
I'espace euclidien J(K) ®z R ~ R" est majoré par (1 +8/v/2a)" et que stab jx)C'(K) est un groupe fini
de cardinal majoré par d(C)2, on obtient le décompte de tous les points de C(K) qui sont de hauteur
> R. Par ailleurs, les théorémes 1.3 et 1.4 de [2] nous fournissent une majoration pour le nombre de points
de hauteur < R de ensemble C'(K)N J(K); comme ce dernier contient C(K), un premier décompte des
points de C'(K) en résulte. Afin d’aboutir au théoréme 1.1, il reste finalement & éliminer la dépendance
en d(C) et h(C) du dernier décompte obtenu. Concernant le degré de C, on a (vu le plongement C — P,
considéré) d(C) = 16g et concernant la hauteur de C, on utilise le lemme 3.1 de [8].
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