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Notation

Pour tout ce qui suit, pour P € R[X], d € N* et n € N,
["écriture :

P(n)+Pn—d)+P(n—2d)+...

sous-entend qu’'on somme jusqu'a la valeur de P au dernier
entier naturel de la progression arithmétique (n — kd), . Plus

loin, on désignera une telle somme par Sp4(n).
(&) Al Ao
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Motivation : Une formule d’lbn al-Banna

Motivation : Une formule d’'lbn al-Banna

Pour tout n € N, on a :

_n(n+1)(n+2)
n2+(n72)2+(n74)2+---—76 g

ou la somme de gauche s'arréte au carré du der-
nier nombre naturel rencontré.

Ibn al-Banna al-Marrakushi o
(1256 - 1321) I Yfcrattyms
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Motivation : Une formule d’lbn al-Banna

Preuve naturelle (sous la vision d'aujourd’hui)

@ Distinguer les cas < n pair > et < n impair > et raisonner
par récurrence pour chacun des deux cas. Par hasard, les
deux cas se recollent pour donner un méme polynome!

“D Tasdawit n Bgayet
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Motivation : Une formule d’lbn al-Banna

Preuve naturelle (sous la vision d'aujourd’hui)

@ Distinguer les cas < n pair > et < n impair > et raisonner
par récurrence pour chacun des deux cas. Par hasard, les
deux cas se recollent pour donner un méme polynéme!

@ Or, I'analogue en prenant n au lieu de n? est :

n+n—2)+n—-4)+.--= {n;—lJ <L%J +1>./

qui n'est pas un polynéme (les deux cas ne se recollent

: N @) Al dsds
pas). Comment expliquer ce phénomene ? (B Tesswitnea
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Motivation : Une formule d’lbn al-Banna

Une 1% explication

@ On a pour tout n € N :

2

n?+(n—2)2+(n—4)*+ .- = (n — 2k)* = polynéme(n).

“D Tasdawit n Bgayet
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Motivation : Une formule d’lbn al-Banna

Une 1% explication

@ On a pour tout n € N :

n*+(n—2)%+(n—4)*+ - - = (n — 2k)* = polyndme(n).

@ Plus généralement, pour tout » € N* et tout n € N :

0 +(n—2)% +(n—4)¥ +- - - Z (n — Qk = polyndme(n
(&) Al s
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La preuve d'lbn al-Banna
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La preuve d'lbn al-Banna
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Motivation : Une formule d’lbn al-Banna

La preuve d’'lbn al-Banna

@ On a pour tout n € N :

a2 n(n;— 1) N n(n2— 1) T T

“D Tasdawit n Bgayet
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Motivation : Une formule d’lbn al-Banna

La preuve d'lbn al-Banna

@ On a pour tout n € N :
1 -1
n2:n(n+ )_I_”(n )

=T,+T, 1.
5 5 I 1

@ Dol :
4+ m—-224+m—4>+... = (T +To1) + Tz + Ths)
= 10 4= I A Uy A o o o )

ou la derniére somme se termine ou bien par T (si n est
impair) ou bien par 7" (si n est pair). () Al ied

. RN Tasdawit n Bgayet
Comme |T_; = 0}, on peut dire que la derniére W/ Svoisacsoma

somme se termine toujours par 7j
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Motivation : Une formule d’lbn al-Banna

La preuve d’'lbn al-Banna

@ On a donc :

n*+(n—2)*+(n—4)*+- - - = To+T1+ - -+T,, = polyndme(n).

“D Tasdawit n Bgayet
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Motivation : Une formule d’lbn al-Banna

La preuve d'lbn al-Banna

@ On a donc :

n*+(n—2)°+(n—4)°+- - = To+T1+- - -+T, = polyndme(n).

@ Utilisons la méme idée pour trouver d'autres formules
semblables : prenons :

n(1 1)(n+ 2
Sn - fL(fL+ )(71 == ) et P(W) - Sn + Sn—l + Sn ).
3 (&) Al v

“D Tasdawit n Bgayet
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Motivation : Une formule d’lbn al-Banna

P(n)+P(n—3)+P(n—6)+...
=(Sp+Sn1+Sn2)+(Sns+ Sna+Sns5)+...
=S, + S -1+ S —2+S-3+...,

ou la derniére somme se termine par S_, si n = 0[3], par S_;

si n = 1[3] et par Sy si n = 2[3]. Mais comme

’S_l =8 5= 0‘, on peut dire que la somme se termine

toujours par Sy. D'ou :

P(n)+P(n—3)+Pn—6)+...=Sg+S1+---+ S,
12 ’ P/ foscowinBomvet
soit
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Motivation : Une formule d’lbn al-Banna

n(n2—|—1)—|—(n—3)((n—3)2+1) +(n—6)((n—6)2+1)+. .

_n(n+1)(n+2)(n+3)
B 12

(&) Al v
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Position du probleme

Position du probleme

@ Pour d € N*, désignons par &; I'ensemble des polynomes
P de R[X] pour lesquels la somme

Spa(n) := P(n)+P(n—d)+P(n—2d)+... (n € N)

est polynomiale en n.

(&) Al degs
“D Tasdawit n Bgayet
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Position du probleme

Position du probleme

@ Pour d € N*, désignons par &; I'ensemble des polynomes
P de R[X] pour lesquels la somme

Spa(n) == P(n)+P(n—d)+P(n—2d)+... (n € N)

est polynomiale en n.
@ |l est claire que & est un R-espace vectoriel. De plus,

& =R[X].
[ Al A
“D Tasdawit n Bgayet
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Position du probleme

Position du probleme

@ Pour d € N*, désignons par &; I'ensemble des polynomes
P de R[X] pour lesquels la somme

Spa(n) == P(n)+P(n—d)+P(n—2d)+... (n € N)

est polynomiale en n.
@ |l est claire que &) est un R-espace vectoriel. De plus,

& = R[X].
@ Probleme : Caractériser &; (en lui déterminant une base
(&) Al Ao
par exem ple). D e e
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Les résultats

Les résultats

Soit d € N*. Alors un polynéme réel P appartient a &, si et
seulement s'il est de la forme :

)= (F 7 s - ()i, @

ou f € R[X]. De plus, si (1) a lieu alors on a :

igayet
Béjaia

P(n—d)+P(n—2d)+P(n—3d)+--- = (d)f(n) (Vn € N). x>
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Les résultats

Les résultats

Corollaire 2

Soit d € N*. Alors la famille de polynémes :

(- ()

constitue une base du R-espace vectoriel &.

v

(ﬁf\ Al A
\ “D Tasdawit n Bgayet
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Les résultats

Les résultats

Corollaire 3

Soit d € N*. Alors on a :
&3 @ Ry_o[X]| = R[X],

ot Ry_o[X] désigne le sous-espace vectoriel de R[X], constitué
des polynémes réels de degrés < d — 2. En particulier :

CodlmR[X]é"d =d—1. s
o« 3gayet
o universite de Béjaia
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Le cas particulier d = 2

Le cas particulier d = 2

D'apres le corollaire 3, on a :

& @ Ro[X] = R[X].
Donc VP € R[X], J'cp € R tel que : P(X) —cp € &.
En particulier : Vk € N, Jl¢;, € R tel que :

(Xk - Ck) S (gog.
(&) Al Amd

“D Tasdawit n Bgayet
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Le cas particulier d = 2

Le cas particulier d = 2

Pour tout k € N, on a :

_ Gin
E+1’

Cr = Ek<0)

ol les E), sont les polynémes d'Euler et les GG, sont les
nombres de Genocchi.

Les premieres valeurs des nombres ¢, :

i 0 1 2 3 4

Ln
=)
-1
oe
=}

=t

e

¢ 1 -1 0 ! o =L 0 17 (| 1 0 e
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Les polynémes de Bernoulli et d'Euler et les nombres de Genocchi

Les polynémes de Bernoulli et d'Euler et les
nombres de Genocchi

Les polyndmes de Bernoulli B,,(X) (n € N), les polyndmes
d'Euler E,(X) (n € N) et les nombres de Genocchi G,

(n € N) sont définis par leurs séries génératrices
exponentielles :

teXt +00 tn 2€Xt -+00 tn
D DG R e DL
n=0 n=0
+oo
B Z G b (@) Al A
et +1 "nl’ D/ frmmr 2o
=0
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Un dernier résultat

Généralisabilité de la méthode d'lbn al-Banna

Soit d > 2 un entier. Si un polynéme réel P appartient a &
alors il existe T' € R[X], satisfaisant

T(-1)=T(-2)=---=T(—d+1) =0, tel que :

PX)=T(X)+T(X =1)+-- +T(X —d+1).

V.

| Al ieds
\ “D ) Tasdawit n Bgayet
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Une seconde approche

Une seconde approche (via les séries génératrices ordinaires)

Définition
La série génératrice ordinaire d'une suite réelle u = (u,)

est la série formelle donnée par :
(e.e]

neN

La série génératrice ordinaire de la suite de Fibonacci usuelle
(Fn)nEN (F0:O7F1 — 1v Fn+2:Fn+Fn+1, VHGN) est :

X
U(F):—l—X—XT

B. FARrHI Sur la somme des valeurs d'un polynéme ...
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Une seconde approche

Deux théoremes importants

Théoreme 7 (Caractérisation des suites récurrentes linéaires a
coefficients constants)

Une suite réelle est récurrente linéaire a coefficients constants
ssi sa série génératrice ordinaire est une fonction rationnelle
de degré < 0.

Théoreme 8 (Caractérisation des suites polynomiales)

Une suite réelle est polynomiale ssi sa série génératrice

ordinaire est de la forme ulj_(—fga avecU € R[X]|, « € N et e

degU < a. e
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Une seconde approche

Le produit de convolution ordinaire

Définition

Le produit de convolution ordinaire de deux suites réelles
a = (an),ey €t b = (by), oy est la suite réelle a x b, définie
par :

(axb), Zakbn i (Vn € N).

Proposition 9

| \

Si a et b sont deux suites réelles, on a :

igayet
Béjaia

o(axb) =oc(a)o(b).
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Une seconde approche

Reprenons le probleme posé!

Pour Pe R[X]|,de N*etne N, ona:

Spa(n) := P(n)+P(n—d)+P(n—2d)+--- = » §(k)P(n—Fk),

(&) Al dieqgls
“D Tasdawit n Bgayet
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Une seconde approche

Reprenons le probleme posé!

Pour Pe R[X],de N*etneN, ona:

Spa(n) := P(n)+P(n—d)+P(n—2d)+--- = > _5(k)P(n—k),
k=0
avec
5(k) = {1 s? k = 0(mod d) .
0 sinon
(&) Al Amd
Donc Spq =4 * P. D et v s
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Une seconde approche

Reprenons le probleme posé!

Dot : 0(Spq) = o(d)o(P). Mais

“D Tasdawit n Bgayet
Université de Béjaia
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Une seconde approche

Reprenons le probleme posé!

_ Ap(X)
o (1 _ X)degP+l

(avec A, € R[X] et deg A, < deg P)

(&) Al dieqgls
“D Tasdawit n Bgayet
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Une seconde approche

Reprenons le probleme posé!

Ap(X
o(P) = = )]z'()degP—i-l (avec A, € R[X] et deg A, < deg P)
Ap(X)
Dot : g(Spg) = T XX X1 Xars

(&) Al v

“D Tasdawit n Bgayet
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Une seconde approche

Reprenons le probleme posé!

Proposition 10

P € & si et seulement si Ap(X) est un multiple de
1+X+X2+- 4+ X,

Espaces plus généraux : Pour d € N* et D € R[X] de degré
(d—1), avec D(1) # 0, on définit &5 comme étant I'ensemble
des polyndmes réel P tels que Ap(X) soit un multiple de
D(X). On a particulierement :
éad = 5(1+X+X2+~~+Xd*1)- \/(li; ::sﬁﬂf:ai

Université de Béjaia
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Une seconde approche

Le théoreme général

Théoreme 11

5 2K _ f h(n)X™ alors la famille de polynémes

(hyhx1,hx X, h+ X? ...)

constitue une base du R-espace vectoriel &p.

| \

Corollaire 12

Sous les mémes hypothéses, on a : &p @ Ry o[ X]| = R[X]. ma
D'ou : CodimR[X]é’D =d-—1. l
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Une seconde approche

Merci de votre attention!
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