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Notation

Pour tout ce qui suit, pour P ∈ R[X], d ∈ N∗ et n ∈ N,
l’écriture :

P (n) + P (n− d) + P (n− 2d) + . . .

sous-entend qu’on somme jusqu’à la valeur de P au dernier
entier naturel de la progression arithmétique (n− kd)k∈N. Plus
loin, on désignera une telle somme par SP,d(n).
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Les polynômes de Bernoulli et d’Euler et les nombres de Genocchi

Un dernier résultat
Une seconde approche

Motivation : Une formule d’Ibn al-Banna

Ibn al-Banna al-Marrakushi
(1256 - 1321)

Pour tout n ∈ N, on a :

n2 + (n− 2)2 + (n− 4)2 + · · · =
n(n+ 1)(n+ 2)

6
,

où la somme de gauche s’arrête au carré du der-
nier nombre naturel rencontré.
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Preuve naturelle (sous la vision d’aujourd’hui)

Distinguer les cas � n pair � et � n impair � et raisonner
par récurrence pour chacun des deux cas. Par hasard, les
deux cas se recollent pour donner un même polynôme !

Or, l’analogue en prenant n au lieu de n2 est :

n+ (n− 2) + (n− 4) + · · · =
⌊
n+ 1

2

⌋(⌊n
2

⌋
+ 1
)
,

qui n’est pas un polynôme (les deux cas ne se recollent
pas). Comment expliquer ce phénomène ?
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Une 1ère explication

On a pour tout n ∈ N :

n2+(n−2)2+(n−4)2+· · · = 1

2

n∑
k=0

(n− 2k)2 = polynôme(n).

Plus généralement, pour tout r ∈ N∗ et tout n ∈ N :

n2r+(n−2)2r+(n−4)2r+· · · = 1

2

n∑
k=0

(n− 2k)2r = polynôme(n).
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La preuve d’Ibn al-Banna

On a pour tout n ∈ N :

n2 =
n(n+ 1)

2
+
n(n− 1)

2
= Tn + Tn−1.

D’où :

n2 + (n− 2)2 + (n− 4)2 + . . . = (Tn + Tn−1) + (Tn−2 + Tn−3) + . . .

= Tn + Tn−1 + Tn−2 + . . . ,

où la dernière somme se termine ou bien par T0 (si n est
impair) ou bien par T−1 (si n est pair).

Comme T−1 = 0 , on peut dire que la dernière
somme se termine toujours par T0.
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La preuve d’Ibn al-Banna

On a donc :

n2+(n−2)2+(n−4)2+· · · = T0+T1+· · ·+Tn = polynôme(n).

Utilisons la même idée pour trouver d’autres formules
semblables : prenons :

Sn :=
n(n+ 1)(n+ 2)

3
et P (n) := Sn + Sn−1 + Sn−2.

On a alors :
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P (n) + P (n− 3) + P (n− 6) + . . .

= (Sn + Sn−1 + Sn−2) + (Sn−3 + Sn−4 + Sn−5) + . . .

= Sn + Sn−1 + Sn−2 + Sn−3 + . . . ,

où la dernière somme se termine par S−2 si n ≡ 0[3], par S−1
si n ≡ 1[3] et par S0 si n ≡ 2[3]. Mais comme

S−1 = S−2 = 0 , on peut dire que la somme se termine
toujours par S0. D’où :

P (n) + P (n− 3) + P (n− 6) + . . . = S0 + S1 + · · ·+ Sn

=
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

12
;

soit
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n
(
n2+1

)
+(n−3)

(
(n−3)2+1

)
+(n−6)

(
(n−6)2+1

)
+. . .

=
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

12
.
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Position du problème

Pour d ∈ N∗, désignons par Ed l’ensemble des polynômes
P de R[X] pour lesquels la somme

SP,d(n) := P (n)+P (n−d)+P (n−2d)+. . . (n ∈ N)

est polynomiale en n.

Il est claire que Ed est un R-espace vectoriel. De plus,
E1 = R[X].

Problème : Caractériser Ed (en lui déterminant une base
par exemple).
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par exemple).

B. Farhi Sur la somme des valeurs d’un polynôme . . .
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Les résultats

Théorème 1

Soit d ∈ N∗. Alors un polynôme réel P appartient à Ed si et
seulement s’il est de la forme :

P (X) =

(
X + d

d

)
f(X + d)−

(
X

d

)
f(X), (1)

où f ∈ R[X]. De plus, si (1) a lieu alors on a :

P (n−d)+P (n−2d)+P (n−3d)+· · · =
(
n

d

)
f(n) (∀n ∈ N).
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Les résultats

Corollaire 2

Soit d ∈ N∗. Alors la famille de polynômes :

B =

((
X + d

d

)
(X + d)k −

(
X

d

)
Xk

)
k∈N

constitue une base du R-espace vectoriel Ed.
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Les résultats

Corollaire 3

Soit d ∈ N∗. Alors on a :

Ed ⊕ Rd−2[X] = R[X],

où Rd−2[X] désigne le sous-espace vectoriel de R[X], constitué
des polynômes réels de degrés ≤ d− 2. En particulier :

CodimR[X]Ed = d− 1.
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Le cas particulier d = 2

D’après le corollaire 3, on a :

E2 ⊕ R0[X] = R[X].

Donc ∀P ∈ R[X], ∃! cP ∈ R tel que : P (X)− cP ∈ E2.

En particulier : ∀k ∈ N, ∃! ck ∈ R tel que :(
Xk − ck

)
∈ E2.
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Le cas particulier d = 2

Théorème 4

Pour tout k ∈ N, on a :

ck = Ek(0) =
Gk+1

k + 1
,

où les Ek sont les polynômes d’Euler et les Gk sont les
nombres de Genocchi.

Les premières valeurs des nombres ck :

B. Farhi Sur la somme des valeurs d’un polynôme . . .
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Les polynômes de Bernoulli et d’Euler et les nombres de Genocchi

Un dernier résultat
Une seconde approche

Les polynômes de Bernoulli et d’Euler et les

nombres de Genocchi

Les polynômes de Bernoulli Bn(X) (n ∈ N), les polynômes
d’Euler En(X) (n ∈ N) et les nombres de Genocchi Gn

(n ∈ N) sont définis par leurs séries génératrices
exponentielles :

teXt

et − 1
=

+∞∑
n=0

Bn(X)
tn

n!
,

2eXt

et + 1
=

+∞∑
n=0

En(X)
tn

n!
,

2t

et + 1
=

+∞∑
n=0

Gn
tn

n!
.
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Généralisabilité de la méthode d’Ibn al-Banna

Théorème 5

Soit d ≥ 2 un entier. Si un polynôme réel P appartient à Ed

alors il existe T ∈ R[X], satisfaisant
T (−1) = T (−2) = · · · = T (−d+ 1) = 0, tel que :

P (X) = T (X) + T (X − 1) + · · ·+ T (X − d+ 1).
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Une seconde approche (via les séries génératrices ordinaires)

Définition

La série génératrice ordinaire d’une suite réelle u = (un)n∈N
est la série formelle donnée par :

σ(u) :=
+∞∑
n=0

unX
n.

Exemple 6

La série génératrice ordinaire de la suite de Fibonacci usuelle
(Fn)n∈N (F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn + Fn+1, ∀n ∈ N) est :

σ(F ) =
X

1−X −X2
.
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Deux théorèmes importants

Théorème 7 (Caractérisation des suites récurrentes linéaires à
coefficients constants)

Une suite réelle est récurrente linéaire à coefficients constants
ssi sa série génératrice ordinaire est une fonction rationnelle
de degré < 0.

Théorème 8 (Caractérisation des suites polynomiales)

Une suite réelle est polynomiale ssi sa série génératrice
ordinaire est de la forme U(X)

(1−X)α
, avec U ∈ R[X], α ∈ N et

degU < α.
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Le produit de convolution ordinaire

Définition

Le produit de convolution ordinaire de deux suites réelles
a = (an)n∈N et b = (bn)n∈N est la suite réelle a ∗ b, définie
par :

(a ∗ b)n :=
n∑

k=0

akbn−k (∀n ∈ N).

Proposition 9

Si a et b sont deux suites réelles, on a :

σ(a ∗ b) = σ(a)σ(b).
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Reprenons le problème posé !

Pour P ∈ R[X], d ∈ N∗ et n ∈ N, on a :

SP,d(n) := P (n)+P (n−d)+P (n−2d)+· · · =
n∑

k=0

δ(k)P (n−k),

avec

δ(k) :=

{
1 si k ≡ 0(mod d)

0 sinon
.

Donc SP,d = δ ∗ P .
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Notation
Motivation : Une formule d’Ibn al-Banna

Position du problème
Les résultats

Le cas particulier d = 2
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Les polynômes de Bernoulli et d’Euler et les nombres de Genocchi

Un dernier résultat
Une seconde approche

Reprenons le problème posé !

D’où : σ(SP,d) = σ(δ)σ(P ). Mais

σ(δ) =
1

1−Xd
,

σ(P ) =
AP (X)

(1−X)degP+1
(avec Ap ∈ R[X] et degAp ≤ degP ).

D’où : σ(SP,d) =
AP (X)

(1 +X +X2 + · · ·+Xd−1)(1−X)degP+2
.

B. Farhi Sur la somme des valeurs d’un polynôme . . .
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Reprenons le problème posé !

Proposition 10

P ∈ Ed si et seulement si AP (X) est un multiple de
(1 +X +X2 + · · ·+Xd−1).

Espaces plus généraux : Pour d ∈ N∗ et D ∈ R[X] de degré
(d− 1), avec D(1) 6= 0, on définit ED comme étant l’ensemble
des polynômes réel P tels que AP (X) soit un multiple de
D(X). On a particulièrement :

Ed = E(1+X+X2+···+Xd−1).

B. Farhi Sur la somme des valeurs d’un polynôme . . .
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Le théorème général

Théorème 11

Si
D(X)

(1−X)d
=

+∞∑
n=0

h(n)Xn alors la famille de polynômes

(h, h ∗ 1, h ∗X, h ∗X2, . . . )

constitue une base du R-espace vectoriel ED.

Corollaire 12

Sous les mêmes hypothèses, on a : ED ⊕ Rd−2[X] = R[X].
D’où : CodimR[X]ED = d− 1.

B. Farhi Sur la somme des valeurs d’un polynôme . . .
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Merci de votre attention !
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